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摘要 利用整体分析方法, 给出了一个多复变数的整体积分变换公式, 获得了 Cn 中一
闭逐块光滑可定向流形上的 Bochner-Martinelli 型积分高阶偏导具有 Hadamard 主值的
Plemelj 公式和相应奇异积分的合成公式, 拓广的 Poincaré-Bertrand 公式. 作为应用, 我
们还讨论了一类高阶 Cauchy 边值问题和一类多复变数线性高阶奇异微积分方程的正则化
问题.
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0 引言和定义
众所周知, 局部分析技巧和整体分析技巧是现代分析中最常用的有力工具 [1−9]. 但是,
有时局部分析的计算和估计过于复杂和困难, 尤其在讨论高阶边值问题和高阶微积分方程等
方面更加困难, 甚至存在一些困惑. 为了排除这些困惑, 本文采用与文献 [10–12]不同的方法,
利用整体分析的方法, 首先给出了一个新的多复变数的整体积分变换公式, 把具有任意高阶
奇性的 Bochner-Martinelli积分的偏导化为具有 Cauchy主值的新型积分. 由此,我们给出了
一个多复变数的高阶奇异积分的 Hadamard主值的新定义,并获得了 Cn 中的一闭逐块光滑
可定向流形的 Bochner-Martinelli 型积分高阶偏导化具有 Hadamard 主值的新的 Plemelj 公
式和相应奇异积分的合成公式, Poincaré-Bertrand 拓广式. 作为应用, 我们还讨论了一类高
阶 Cauchy 边值问题和一类高阶复线性变系数微分–积分方程的正则化问题, 获得了一些有
趣的结果.
设 D 是 Cn 中的有界域, 其边界 ∂D 是一闭逐块 C(m+2) 光滑, 1  m < +∞ 可定向
流形 [6,11]. D± 分别表示域 D 的内部和外部. L∗(D̄) 表示在 ∂D 上满足 Hölder 条件且可
全纯开拓到 D 内的函数空间, L∗ 表示相应的线性空间. nζ 表示点 ζ ∈ ∂D 的法线方向,
Cn = (n− 1)!(2πi)−n, Bε(ζ) = {ξ : |ξ− ζ| < ε}, σε(ζ, ξ) = ∂D∩Bε(ζ), Σε(ζ, ξ) = ∂D\σε(ζ, ξ),
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C(m+α)(∂D) 表示在 ∂D 上为 C(m) 类, 且其所有各阶偏导都满足指数为 α, 0 < α  1, 的




ϕ(ξ)K(z, ξ), z ∈ ∂D, (0.1)
其中
K(z, ξ) = Cn
n∑
j=1





Kj(z, ξ) = (−1)j−1Cn(ξ̄j − z̄j)|ξ − z|−2ndξ̄[j] ∧ dξ, (0.2)










存在, 并定义点 ζ ∈ ∂D 的立体角系数 [3,5] 如下:
α(ζ) = lim
ε→0




K(ζ, ξ) = α(ζ), (0.4)
这里我们可假设 [5] 0 < α(ζ) < 1, 即 ∂D 上无尖点情形 (如文献 [5,6,7,11]等定义的 ∂D), 并








ϕ(ξ)K(ζ, ξ) − α(ζ)φ(ζ). (0.6)














当 n = 1时, ∂D为复平面中逐段光滑曲线时, 这就是复变函数论中著名的 Poincaré-Bertrand
公式 (参见文献 [13]). 记号 λ(ξ) = (λ1, . . . , λn)表示点 ξ ∈ ∂D的单位复方向余弦,
∑n
j=1 |λj |2



























定义 0.1 设域 D 的边界 ∂D 是一闭逐块 C(m+2) 光滑可定向流形 [5,6,10,11], ϕ ∈










, z ∈ ∂D. (0.9)
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是具有 2n+m− 1阶的高阶奇异积分. 这时,我们用有限部分 “FP”表示其 Hadamard主值.






Lmk ϕ(ξ)Kj(ζ, ξ). (0.10)
1 主要定理
本文的主要结果是
定理 1.1 设 ∂D 是一闭逐块 C(m+2) 光滑可定向流形 [11], ϕ ∈ C(m+α)(∂D), 1  m <







Lmk ϕ(ξ)Kj(z, ξ), (1.1)
其中核分量 Kj(z, ξ) 如 (0.2) 式所述.
定理 1.2 (Plemelj 公式) 在定理 1.1 假设下, 若 z ∈ D±, 对 z 属于以 ζ ∈ ∂D 为定点的
某一角形区域 [5] Gζ = {z ∈ D± : 0 < |z − ζ||ξ − z|−1  m0, |z − ζ| < δ, δ > 0 足够小, m0 >






⎧⎨⎩FPΦ(ζ) + (1 − α(ζ))Lmk |j=1ϕ(ζ), (1.2)FPΨ(ζ) − α(ζ)Lmk |j=1ϕ(ζ). (1.3)
其中, Lmk |j=1 = ( ∂∂ζk + ∂∂ζ̄1 )m, FPΨ(ζ) 如 (0.10) 式定义.
由定理 1.2 立得
推论 1.3 (跳跃公式) 在定理 1.2 条件下, 我们有
Ψ+(ζ) − Ψ−(ζ) = Lmk |j=1ϕ(ζ), ζ ∈ ∂D, (1.4)








ϕ(ζ), ζ ∈ ∂D. (1.6)
相反地, (全纯扩充定理) 若 ϕ ∈ C(m+α)(∂D) ∩ C(D̄) 且 (1.6) 式成立, 则 ϕ ∈ L∗(D̄).

















注 1 对 ϕ ∈ C(m+α)(∂D), 则 (1.7) 式不能成立.


























K2ϕ = ϕ, (1.8)




定理 1.6 (Poincaré-Bertrand 拓广式) 设 ϕ ∈ C(m+α)(∂D), 1  m < +∞, 0 < α 





















α(ζ)Lmk1 |j=1ϕ(ζ, ζ), (1.10)

















Lmk1ϕ(η, ξ)Kj(ξ, η)K(ζ, ξ), (1.11)
其余各层积分的 Hadamard主值如 (0.10)式.
注 3 当 m = 0 时, (1.10)式即文献 [7]定理 1.1 和文献 [15]定理 2.8 的结果, 不过文献




注 4 当 m = 0, n = 1 时, (1.10)式即单复变函数论中著名的 Poincaré-Bertrand公式.
























其中 α(ζ) 为点 ζ ∈ l 的立体角系数, 当 ζ 为 l 上光滑点时 α(ζ) = 12 .
定理 1.7 设 f ∈ C(m+α)(∂D) 为已知函数, 1  m < +∞, 0 < α  1, 则在复调和函数
空间中解满足条件 Φ−(∞) = 0 的 Cauchy 边值问题








ϕ(ζ) = f(ζ). (1.14)
当给出一组适当的边界条件时, 方程 (1.14) 存在唯一解 ϕ ∈ C(m+α)(∂D), 使得以 ϕ 为密度
函数的 Bochner-Martinelli 型积分 Φ(z) 的 m 阶偏导 Ψ(z) 是分别在 D± 中定义的分片复调
和函数满足边值问题 (1.13) 式和条件 Ψ−(∞) = 0 的唯一解.
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注 5 当 m = 1 时, 文献 [8] 给出了一组边界条件并得到解 ϕ 的表达式. 因此, 本文包
含文献 [8] 的结果.
定理 1.8 设 a, b, f ∈ C(m+α)(∂D) 是已知函数, 1  m < +∞, 0 < α  1, 且在 ∂D 上
满足条件 a2 − b2 = 0, λ = 0 为常数, 则变系数复线性高阶奇异微分–积分方程
Sϕ := aϕ+ λa
n∑
j=1
(−1)j−1Lmk ϕ+ bKϕ+ λbK̃ϕ+ Lϕ = f, (1.15)







(−1)j−1lj(ζ, ξ)|ξ − ζ|−2n+1+rdξ̄[j] ∧ dξ, (1.16)
其中 lj ∈ C(m+α)(∂D × ∂D), 0 < r < 1,K 与 K̃ 如注 2 中所述.
定理 1.9 设 a, b, f ∈ L∗(D̄), lj(ζ, ξ) ∈ L∗(D̄×D̄)是已知函数,且在 ∂D上满足 a2−b2 =
0, λ = 0 为复常数, 则具有 Hadamard主值的复线性高阶微分–积分方程
S1ϕ := aϕ+ λa
∂m
∂ζmk
ϕ+ bKϕ+ λbK̃ϕ+ Lϕ = f, (1.17)
能转化为一等价的 Fredholm 型复线性高阶微分–积分方程, 并且其特征方程
S2ϕ := aϕ+ λa
∂m
∂ζmk
ϕ+ bKϕ+ λbK̃ϕ = f, (1.18)
当给出一组适当的边界条件时,方程 (1.18)在 L∗ 中有唯一解.这里 L的核如 (1.16)式所述,
算子 K 和 K̃ 如注 2 中所述.
2 一些引理
引理 2.1 设 ∂D =
⋃N
j=1 Sj 为逐块 C
(m+2) 闭可定向流形 [11], ζ ∈ ∂D ∩ SI 为一广义
角点 [5], z ∈ D±, Tζ 为以 ζ ∈ ∂D 为顶点的某一角形区域 Gζ ∩D± 内对所有的 Si, i ∈ I =
{i1, i2, . . . , il} (为{1, 2, . . . ,N}的有序子集)在点 ζ 的非切线方向.当 z ∈ Tζ ∩D± 分别趋于点








(ξ̄k − z̄k)|ξ − z|−2ndξ̄[k] ∧ dξ =
{
1 − α(ζ), k = 1,









(ξ̄k − z̄k)|ξ − z|−2ndξ̄[k] ∧ dξ =
{−α(ζ), k = 1,
0, 2  k  n.
(2.1)′
证明 首先我们证明 (2.1) 式的第二式. 为简单计, 仅证 k = 2 的情形, 其他情形同
理可证. 设 ζ ∈ ∂D 为广义角点 [5], I = {i1, . . . , il} 为 {1, . . . ,N} 的某一有序子集, 满足
ζ ∈ SI , ζ ∈ SIj , 若 j ∈ I. 我们可选择一线性酉变换, 把 ζ 变为原点 O, 且 To 的单位复方
向余弦 λ(0) = (1, 0, . . . , 0), 不妨先改变点 ζ, ξ, ∂D 等的记号, 现对 ∀ i ∈ I, 记 σ(i)ε (0, ξ) =


































, k = 1,
0, 2  k  n.
它把 σ
(i)
ε (0, ξ) 变为 σ
∗(i)
ε (0, w), 则 σ
∗(i)
ε (0, w) 在 w = 0 的切平面为 12 (w1 + w̄1) = 0, 设 w 的
实坐标为 u = (u1, u2, . . . , u2n), wk = uk + iun+k. 因此 σ
∗(i)
ε (0, w) 能表示为 u1 = h(ū), ũ =
(u2, . . . , u2n), 由 σ
∗(i)
ε (0, w) 的光滑性, 推出 h(0) = 0, ∂h∂uk |ũ=0 = 0, 2  k  2n, 设 z =
(−ε2, 0, . . . , 0) ∈ T0 ∩D+, 利用球坐标变换
u1 = u1, u2 = r cos θ1, . . . , u2n−1 = r sin θ1 · · · sin θ2n−3 cos θ2n−2, u2n = r sin θ1 · · · sin θ2n−2,
0  θk  π, 2  k  2n− 3, 0  θ2n−2 < 2π.
我们有 u1 = h(ũ) = ψ(r, θ) = r2ϕ1(r, θ), ∂h∂uk = rϕk(r, θ), k = 2, . . . , 2n. 由此可见, 除了 r = 0
外, ϕ1(r, θ)和 ϕk(r, θ)分别为 C(m+2) 和 C(m+1) 的,并且它们在 r = 0连续.因此,我们可写




duk mod (du2, . . . , [k], . . . , du2n), 2  k  2n.
不妨仍记 w 为 ξ, σ∗(i)ε (0, w) 为 σ
(i)
ε (0, ξ), 由此推出




2 (r, θ) =
∫
0r2+ψ2ε2
r2n(ϕ2(r, θ) − iϕn+2(r, θ))(r2 + ψ2(r, θ) + ε4 + 2ε2ψ(r, θ))−ndr,
V0 = − (n− 1)!2πn
[ ∫ π
0
sin2n−3 θ1 cos θ1dθ1
∫ π
0
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ξ = (r2 + ψ2)
1
2 , ψ(r, θ) = r2ϕ1(r, θ) = ξ2ϕ̃1(ξ, θ),
∂h
∂un+2
= rϕn+2(r, θ) = ξϕ̃n+2(ξ, θ),




对 ξ ∈ [0, ε] 成立, 有
g
(i)
2 (r, θ) =
∫ ε
0
ξ2n(1 − ξ2ϕ̃1(ξ, θ))n− 12 (ϕ̃2(ξ, θ) − iϕ̃n+2(ξ, θ))
×
(
1 − ξϕ̃1(ξ, θ)∂ψ
∂ξ
)




1 = O(ε), ∀ i ∈ I.












k = O(ε), 2  k  n.







K(z, ξ) = 1 − α(ζ),
由此及 (2.1) 式的第二式立得 (2.1) 式的第一式成立.







1, k = 1,












α(ζ), k = 1,
0, 2  k  n, ζ ∈ ∂D.
(2.4)
其中 Kk(z, ξ) 是 B-M 核的第 k 个分量.
证明 首先证明 (2.2)式. 类似引理 2.1的证明,我们能选择一线性酉变换,使得 ζ = 0, T0









1, k = 1,


























K(z, ξ) = 0, z ∈ D−,由此及 (2.1)′ 式,立得 (2.2)式. 类似地,我们可证 (2.4)
式成立.







Lmk1ϕ(ζ, ζ)Kj(ξ, η) ∧K(ζ, ξ) = 0, (2.6)






















其中 dη̄[j,k] 表示 dη̄ 中缺去因子 dη̄j 和 dη̄k, δ(j, k)dξ = dξk ∧ dξj ∧ dξ[j,k]. 易知, ∂̄ξK(ξ, η) =
−∂̄ηK0,1(ξ, η), ∂̄ξK(ζ, ξ) = 0. 进而有
∂̄ξKj(ξ, η) = −∂̄ηK(j,k)0,1 (ξ, η), (2.8)


































Lmk1ϕ(ζ, ζ)K(ζ, η), ζ = η. (2.9)













Lmk1ϕ(ζ, ζ)K(ζ, η), ζ = η, (2.10)
970


























































Lmk1ϕ(ζ, ζ)K(ζ, η), (2.12)
(2.12)式右边第一项能表示为 (不妨取 ε1 = 2ε
1
2 (< 12 ), ε2 = 2ε
1

































































×Lmk1ϕ(ζ, ζ)Kj(ξ, η) ∧K(ζ, ξ)
= J1 − J2 − J3.



















Lmk1ϕ(ζ, ζ)Kj(ξ, η) = 0,
























用 J1, J2, J3 分别代入 (2.12)式右边第一项, 即推出 (2.6) 式成立.
3 定理的证明
定理 1.1 的证明 设 ∂D 是一闭逐块 C(m+2) 光滑可定向流形, ϕ ∈ C(m+α)(∂D), 1 
m < +∞, 0 < α  1, z ∈ ∂D, ζ, ξ ∈ ∂D. λ(ξ) = (λ1, . . . , λn) 为点 ξ ∈ ∂D 的单位复方向余弦.
易知 (−1)k−1dξ̄ ∧ dξ[k] = λ̄k(ξ)dSξ, (−1)k−1λj(ξ)dξ̄j = (−1)n+j λ̄k(ζ)dξk, 于是在 ∂Dζ 上,
dξk ≡ dξ̄j mod (dξ1, . . . , [k], . . . , dξn, dξ̄1, . . . , [j̄], . . . , dξ̄n),
因此有







































(−1)n+j(ξ̄k − z̄j)|ξ − z|−2(n+m)dξ̄[j] ∧ dξ.

































(n+m− ν)(Amϕ)(z) = (A0Lmk ϕ)(z), (3.5)
此即 (1.1) 式.
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Lmk ϕ(ξ)Kj(ζ, ξ) + (1 − α(ζ))Lmk |j=1ϕ(ζ).
此即 (1.2) 式成立, 同理可证 (1.3) 式成立.
推论 1.4 的证明 设 ϕ ∈ L∗(D̄), 由 (1.2) 和 (2.4) 式立得 (1.5) 和 (1.6) 式成立. 相反
地, 若 ϕ ∈ C(m+α)(∂D) ∩ C(D̄) 且 (1.6) 式成立, 由 (1.2) 式, 我们有




因此 ϕ ∈ L∗(D̄).












































































































































(Lmk1ϕ(η, ξ)−Lmk1ϕ(ζ, ζ))K(ζ, ξ) ∧Kj(ξ, η)+
1
2
α(ζ)Lmk1 |j=1ϕ(ζ, ζ), (3.8)
由 (2.6) 式立得 (1.10) 式成立.
定理 1.7 的证明 由定理 1.1的 (1.2)和 (1.3)式代入边值问题 (1.13)立得方程 (1.14),
反之, 用跳跃公式 (1.4) 代入方程 (1.14) 立得边值问题 (1.13). 所以边值问题 (1.13) 与方
程 (1.14) 等价. 由著名的 Holmgren 定理 [17] 可知, 方程 (1.14) 解存在, 并且, 当给出一
组适当的 Cauchy 边值问题的边界条件即对应方程 (1.14) 的初始条件时, 此方程有唯一解
ϕ ∈ Cm+α(∂D). 所以分别在 D± 上定义的以 ϕ为密度函数的分片复调和函数 Φ(z)的 m阶
偏导 Ψ(z) 是满足条件 Φ−(∞) = 0 的高阶边值问题 (1.13) 式的唯一解.
定理 1.8 的证明 首先, 对 ϕ ∈ Cm+α(∂D), 我们定义积分算子 M 如下:
Mϕ := (a2 − b2)−1(aI − bK)ϕ, (3.9)
易知算子 M 是 (1.15) 式的左正则化算子. 事实上, 用 M 从左侧作用于 (1.15) 式的双边, 则
MSϕ ≡ (a2 − b2)−1
[














对 −bKbKϕ应用 (0.7) 式, 我们有






b(ξ)ϕ(η)K(ζ, ξ) ∧K(ξ, η),







ϕ(η)K(ζ, ξ) ∧ L(ξ, η),


















Lmk ϕ(η)Kj(ξ, η) ∧K(ζ, ξ),
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则 (1.15) 式能归结为











Lmk ϕ = g, (3.11)
其中 g = Mf , 算子 N 的核
N(ζ, η) = (a2 − b2)−1
{
a(ζ)L(ζ, η) − b(ζ)
α(ζ)
(









L(ζ, ξ) ∧K(ξ, η)
}
.
类似文献 [15](4.14)式的估计, 我们有 (以下 C1 − C4 均为正的常数)

















= Ñ1 + Ñ2.
类似文献 [18] 引理 5 的证明, 有
|Ñ1|  C2|η − ζ|−2n+1+α, 0 < α  1, (3.13)
|Ñ2|  C3|η − ζ|−2n+1+δ, 0 < δ < 1, (3.14)
则
|Ñ(ζ, η)|  C4|η − ζ|−2n+1+β , β = min(α, δ, β0), (3.15)
所以方程 (3.11) 是弱奇性的.




|ξ − η|2n−1−α|ξ − ζ|2n−1−β 
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
M1, α+ β > 2n− 1,
M1 log|η−ζ|, α+ β = 2n− 1,
M1|η − ζ|−2n+1+(α+β), α+ β < 2n− 1.
(3.16)
于是对 N(ζ, η) 的 p 重叠核 N (p)(ζ, η), 显然有
|N (p)(ζ, η)|  Mp|η − ζ|−2n+1+pβ , (3.17)
其中 Mp > 0 为常数,当 p 满足 2n− 1− pβ  0时, 则所有的 N (p)(ζ, η) 都是有界函数, 同理
对 Ñ(ζ, η) 的 p 重叠核, 当 p 满足 2n− 1 − pδ  0 时, 亦对所有的 Ñ (p)(ζ, η) 都是有界函数.
于是, 只要取 p  [ 2n−1β ] + 1, 则方程 (3.11) 是 Fredholm 型复线性高阶微分-积分方程.
定理 1.9 的证明 在定理假设条件下, 易知 (3.9) 式定义的算子 M 是方程 (1.7) 的左
正则化算子, 并且 M 存在逆算子 M∗ 如下:
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事实上, 应用 (1.8) 和 (1.9) 式, 我们有
M∗ϕ := (aI + bK)ϕ, MS1ϕ ≡ ϕ+ λ∂
mϕ
∂ζmk
+MLϕ = g, g = Mf, (3.18)
因为 MLϕ = LMϕ是弱奇性积分, 所以 (3.18)式是 Fredholm型高阶复线性微积分方程. 反
之, 若用 M∗ 作用于 (3.18) 式的双边, 立得方程 (1.17). 因此方程 (3.18) 与方程 (1.17) 等价.
同样, 若用算子 M 作用于特征方程 (1.18)的双边, 有
MS2ϕ ≡ ϕ+ λ∂
mϕ
∂ζmk
= g, g = Mf. (3.19)
由 Holmgren定理 [17 ] 知常系数复高阶微分方程 (3.19)解存在, 并且当给出一组适当的初始
条件时, 方程 (3.19) 在 L∗ 中存在唯一解.
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